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Q u a s i- l i n e a r  a p p r o x im a t i o n  in  3-D  
e l e c t r o m a g n e t i c  m o d e l i n g
Michael S. Zhdanov* and Sheng  Fang*
A B S T R A C T
T h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  i n  e l e c t r o m a g n e t ic  ( E M )  
n u m e r i c a l  m o d e l i n g  h a s  l im i t e d  a p p l i c a t io n  f o r  s o lv in g  
3 - D  e le c t r o m a g n e t ic  i n d u c t i o n  p r o b le m s ,  b e c a u s e  in  
s t r u c tu r e s  w i t h  h i g h  c o n d u c t i v i t y  c o n t r a s ts  a n d  a t  h i g h  
f r e q u e n c ie s ,  t h is  a p p r o x im a t i o n  is  in a c c u r a t e .  I n  t h is  
p a p e r , w e  d e v e lo p  a  n e w  a n d  r e la t iv e ly  s im p le  a p p r o x i­
m a t io n  fo r  th e  E M  f ie ld  c a l le d  a  q u a s i - l i n e a r  a p p r o x i m a ­
t i o n ,  w h i c h  is  b a s e d  o n  t h e  e v a lu a t io n  o f  t h e  a n o m a lo u s  
f i e l d  E  a b y  a  l in e a r  t r a n s f o r m a t io n  o f  t h e  n o r m a l  
( p r im a r y )  f ie ld :  E  a =  \ E " , w h e r e  i  is  c a l l e d  th e  
e l e c t r i c a l  r e f l e c t i v i t y  t e n s o r .  T h e  r e f le c t iv i t y  te n s o r  in s id e  
in h o m o g e n e it ie s  c a n  be  a p p ro x im a te d  b y  a  s lo w ly  v a r y ­
i n g  f u n c t i o n  t h a t  c a n  b e  d e t e r m in e d  n u m e r i c a l l y  b y  a  
s im p le  o p t im iz a t io n  t e c h n iq u e .  T h e  n e w  a p p r o x im a t i o n  
g iv e s  a n  a c c u r a te  e s t im a te  o f  t h e  E M  r e s p o n s e  f o r  
c o n d u c t iv i ty  c o n tra s ts  o f  m o r e  th a n  o n e  h u n d r e d  to  o n e , 
a n d  f o r  a  w id e  r a n g e  o f  f r e q u e n c ie s .  I t  a ls o  o p e n s  th e  
p o s s ib i l i t y  fo r  fa s t  3 - D  e le c t r o m a g n e t ic  in v e r s io n .
IN T R O D U  C T IO N
O n e  im p o r t a n t  a p p r o a c h  t o  ( E M )  e le c t r o m a g n e t i c  n u m e r i ­
c a l  m o d e l in g  is  b a s e d  o n  l in e a r iz a t io n  o f  th e  in te g r a l e q u a t io n s  
f o r  s c a t te r e d  E M  f ie l d s .  T h is  a p p r o a c h  is  u s u a l l y  c a l l e d  t h e  
B o r n  a p p r o x i m a t i o n  .
T h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  w a s  d e v e lo p e d  o r i g i n a l l y  t o  d e ­
s c r ib e  q u a n t u m  m e c h a n ic a l  s c a t te r in g  (B o r n ,  1 9 3 3 ) .  S in c e  the  
b a s ic  id e a  b e h i n d  t h is  m e t h o d  h a s  b r o a d  a p p l i c a t io n s ,  i t  is  
p o s s ib le  t o  a p p l y  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  t o  d i f f e r e n t  g e o ­
p h y s ic a l  p r o b le m s  as  w e l l .  F o r  e x a m p le , i t  h a s  b e e n  u s e d  q u ite  
e x t e n s iv e ly  a n d  s u c c e s s f u l ly  i n  s e is m ic  g e o p h y s ic s  (B le i s t e in  
a n d  G r a y ,  1 9 8 5 ) , (T a ra n to la ,  1 9 8 7 ) .
L e t  u s  f o r m u la t e  t h e  g e n e r a l  E M  i n d u c t i o n  p r o b le m  s o  t h a t  
t h e  u n k n o w n  m a t e r i a l  p a r a m e t e r  ( “ a n o m a lo u s ”  p a r a m e te r )  
c a n  b e  tre a te d  as  a  p e r tu r b a t io n  f r o m  a  k n o w n  b a c k g r o u n d  (o r  
“ n o r m a l ” ) p a r a m e t e r  d i s t r i b u t i o n .  T h e  s o lu t io n  o f  t h e  i n d u c ­
t io n  p r o b le m  i n  t h is  c a s e  c o n t a in s  t w o  p a r t s :  1 ) a  l i n e a r  p a r t ,  
w h i c h  c a n  b e  in t e r p r e te d  a s  a  d i r e c t  s c a t te r in g  o f  t h e  s o u r c e  
f i e l d  b y  t h e  in h o m o g e n e i t y  w i t h o u t  t a k i n g  in t o  a c c o u n t  c o u ­
p l i n g  b e tw e e n  s c a t te r in g  c u r r e n t s ,  a n d  2 )  a  n o n l i n e a r  p a r t  t h a t  
is  c o m p o s e d  o f  t h e  c o m b i n e d  e f fe c ts  o f  t h e  u n k n o w n  p e r tu r ­
b a t io n  a n d  t h e  u n k n o w n  s c a t te r e d  f i e l d  a t  t h e  i n h o m o g e n e o u s  
s tru c tu re . T h e  B o r n  a p p r o x im a t io n  is  b a s e d  o n  th e  a s s u m p t io n  
t h a t  t h is  la s t  p a r t ,  w h i c h  r e p r e s e n ts  t h e  a c t u a l  n o n l i n e a r i t y  o f  
t h e  p h y s i c a l  p r o b l e m ,  is  n e g l i g i b l e  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  l i n e a r  
p a r t . A s  a  re s u lt , a  l in e a r  e x p re s s io n  is  o b ta in e d  fo r  th e  s o lu t io n  
o f  t h e  E M  i n d u c t i o n  p r o b le m .  T h is  m a k e s  t h e  m e t h o d  e s p e ­
c ia l ly  a ttra c t iv e  fo r  g e o p h y s ic a l a p p l ic a t io n s .
T h e  p e r t u r b a t io n  m e t h o d s  h a v e  f o u n d  n u m e r o u s  a p p l i c a ­
t io n s  in  2 - D  e le c t ro m a g n e t ic  m o d e l in g  p r o b le m s  (B e rd ic h e v s k y  
a n d  Z h d a n o v ,  1 9 8 4 ) .  T h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  h a s  b e e n  u s e d  
w i d e l y  i n  i n v e r s io n  s c h e m e s  b e c a u s e  i t  p r o v id e s  a  l i n e a r i z e d  
a p p r o a c h  t o  t h e  s o lu t io n  o f  i n v e r s io n  p r o b le m s  ( O r i s t a g l i o ,  
1 9 8 9 ; H a b a s h y  e t a l., 1 9 8 6 ) . H o w e v e r , th e  B o r n  a p p r o x im a t io n  
w o r k s  r e a s o n a b ly  w e l l  o n l y  f o r  s m a l l  c o n d u c t i v i t y  c o n t r a s t s ,  
r e la t iv e ly  s m a l l  in h o m o g e n e it ie s ,  a n d  lo w  fr e q u e n c ie s  co ( B o m  
a n d  W o l f ,  1 9 8 0 ;  H a b a s h y  e t  a l . ,  1 9 9 3 ) .  I t  h a s  l im i t e d  a p p l i c a ­
t i o n  f o r  s o lv i n g  g e n e r a l  3 - D  e le c t r o m a g n e t ic  i n d u c t i o n  p r o b ­
le m s  b e c a u s e  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  b r e a k s  d o w n  w h e n  t h e  
a n o m a lo u s  i n d u c t i o n  n u m b e r  o f  t h e  a n o m a lo u s  r e g io n ,  t h a t  is  
co 1 (jl 1 A c t  1 L  2 (w h e r e  L  is  t h e  u p p e r  b o u n d  o f  t h e  d is t a n c e  
o f  a n y  t w o  p o in t s  b e lo n g in g  t o  t h e  r e g io n  D  w i t h  a n o m a lo u s  
c o n d u c t iv i t y  Act, a n d  (x is  t h e  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t y )  g e ts  t o o  
la rg e . I t  a ls o  h a s  p r o b le m s  f o r  h ig h  c o n tra s t  b o d ie s  e v e n  a t  d c .
A  n o v e l  a p p r o x im a t i o n  t o  n u m e r i c a l l y  s im u la t e  t h e  e le c t r o ­
m a g n e t i c  r e s p o n s e  o f  d i p o l e  o r  l i n e  s o u r c e s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
i n h o m o g e n e o u s  s t r u c tu r e  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d  i n  H a b a s h y  e t 
a l .  ( 1 9 9 3 )  a n d  a p p l i e d  t o  t h e  in v e r s i o n  i n  T o r r e s - V e r d in  a n d  
H a b a s h y  ( 1 9 9 4 ) .  T h e  a u th o r s  o f  t h e s e  p a p e r s  p r e s e n t  a  n e w  
a p p r o x im a t i o n  f o r  t h e  s c a t te r e d  f i e l d  in s id e  i n h o m o g e n e o u s  
s tru c tu re . T h is  n e w  a p p r o x im a t io n  fo r  th e  in te r n a l  f ie ld  is  g iv e n  
b y  t h e  p r o je c t io n  o f  t h e  b a c k g r o u n d  o r  n o r m a l  e le c t r ic  f i e l d  
( i .e . ,  t h e  e le c t r ic  f i e l d  e x c i t e d  i n  t h e  a b s e n c e  o f  c o n d u c t iv i t y  
i n h o m o g e n e i t y )  o n t o  a  s c a t te r in g  t e n s o r . I t  is  s h o w n  t h a t  t h e  
s c a t te r in g  t e n s o r  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  i l l u m i n a t i n g  s o u rc e s
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a n d  is  a  n o n l in e a r  f u n c t i o n a l  o f  t h e  a n o m a lo u s  c o n d u c t iv i t y  
d is t r ib u t io n . I n  a d d i t io n ,  p a p e rs  (H a b a s h y  e t a l. ,  1 9 9 3 ; T orres-  
V e r d in  a n d  H a b a s h y ,  1 9 9 4 )  d e m o n s t r a t e  t h e  e f f i c ie n c y  o f  t h e  
n e w  a p p r o x im a t i o n ,  w h i c h  r e m a in s  a c c u r a te  w i t h i n  a  w id e -  
f r e q u e n c y  b a n d  f o r  la r g e  a n o m a lo u s  s t r u c tu r e s  a n d  la r g e  
c o n d u c t iv i ty  co n tra s ts .
H e r e ,  w e  p r e s e n t  a  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  t o  t h e  s o lu t io n  o f  t h e  
E M  i n d u c t i o n  p r o b le m ,  w h i c h  is  b a s e d ,  h o w e v e r ,  o n  s im i l a r  
id e a s  a n d  c a n  b e  c o n s id e r e d  as  a  d e v e lo p m e n t  o f  t h e  T o r re s-  
V e r d in  a n d  H a b a s h y  m e t h o d .  W e  s e p a r a te  t h e  t o t a l  e le c t r ic  
f i e l d  i n t o  n o r m a l  a n d  a n o m a lo u s  p a r t s  a n d  in t r o d u c e  a n  
e le c t r ic a l r e f le c t iv i ty  te n s o r  th a t  l in e a r ly  t r a n s fo rm s  th e  n o r m a l  
f i e l d  i n t o  a n  in t e r n a l  a n o m a lo u s  o n e .
T h e  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  in s id e  i n h o m o g e n e i t i e s  c a n  
b e  a p p r o x im a t e d  b y  s lo w ly  v a r y in g  f u n c t io n s  a n d  c a n  b e  
d e t e r m in e d  n u m e r i c a l l y  b y  a  s im p le  o p t im iz a t io n  t e c h n iq u e .  
T h u s  w e  a v o id  a  c o m p l i c a t e d  p r o b le m  o f  d e t e r m in in g  t h e  
s c a t te r in g  t e n s o r  a n d  a t  t h e  s a m e  t im e  r e a c h  t h e  d e s ir e d  
re s u lt- to  o b t a in  a  v e r y  p r e c is e  a p p r o x im a t i o n  f o r  t h e  s c a t ­
te r e d  f ie ld .  W e  c a l l  t h is  n e w  a n d  r e la t iv e ly  s im p le  a p p r o x im a ­
t io n  f o r  t h e  E M  f i e l d  a  q u a s i - l i n e a r  ( Q L )  a p p r o x i m a t i o n  
b e c a u s e  i t  g e n e r a te s  a n  in t e g r a l  e x p r e s s io n  f o r  t h e  s c a t te r e d  
f i e l d  t h a t  is  n o n l i n e a r  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  c o n d u c t i v i t y ,  b u t  
w h i c h  is  l i n e a r  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o n d u c t i v i t y  
a n d  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r . I t  c a n  b e  a p p l i e d  w i t h  t h e  s a m e  
e f f i c ie n c y  to  2 - D  o r  3 - D  m o d e ls .  W e  i l lu s t r a t e  t h is  n e w  
a p p r o x im a t i o n  u s i n g  t h e  e le c t r o m a g n e t ic  i n d u c t i o n  r e s p o n s e  
o f  d i f f e r e n t  3 - D  s t r u c tu r e s  f o r  d i f f e r e n t  s o u r c e  f ie ld s .  T h e  Q L  
a p p r o x im a t i o n  c a n  a c c u r a t e ly  e s t im a te  t h e  E M  r e s p o n s e  f o r  
m u c h  s t r o n g e r  c o n d u c t i v i t y  c o n t r a s t s  ( u p  to  h u n d r e d  t im e s )  
t h a n  t h e  c o n v e n t i o n a l  B o r n  a p p r o x im a t i o n  a n d  o v e r  a  w id e  
r a n g e  o f  f r e q u e n c ie s .  I t  a ls o  o p e n s  t h e  p o s s ib i l i t y  f o r  f a s t  a n d  
v e r s a t i le  3 -D  e le c t r o m a g n e t ic  in v e r s io n .
T H E  B O R N  A P P R O X IM A T IO N  IN  3-D E M  M O D E L IN G
C o n s id e r  a  3 - D  g e o e le c t r ic a l  m o d e l  w i t h  a  n o r m a l  ( b a c k ­
g r o u n d )  c o m p le x  c o n d u c t iv i ty  5 n  a n d  lo c a l  in h o m o g e n e it y  D  , 
w i t h  t h e  a r b i t r a r i ly  v a r y in g  c o m p le x  c o n d u c t i v i t y  <r =  <jn  + 
A a .  W e  w i l l  c o n f in e  o u r se lv e s  to  c o n s id e r a t io n  o f  n o n m a g n e t ic  
m e d i a  a n d ,  h e n c e ,  a s s u m e  t h a t  |jl =  (jl0 =  4 t t  X  1 0  7 H / m ,  
w h e r e  (jl0 is  t h e  f r e e - s p a c e  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t y .  T h e  m o d e l  
is  e x c ite d  b y  a n  e le c t r o m a g n e t ic  f ie ld  g e n e ra te d  b y  a n  a rb itr a ry  
so u rc e . T h is  f ie ld  is  t im e  h a r m o n ic  as e ~ ll3it, C o m p le x  c o n d u c ­
t iv i t y  i n c lu d e s  t h e  e f f e c t  o f  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n ts :  or =  cr -
i  cos, w h e r e  a  a n d  8 a re  e le c t r ic a l  c o n d u c t i v i t y  a n d  d ie le c t r ic  
p e r m it t iv it y ,  re s p e c t iv e ly .
T h e  e le c t r o m a g n e t ic  f ie ld s  i n  th is  m o d e l  c a n  b e  p re s e n te d  as 
a  s u m  o f  n o r m a l  a n d  a n o m a lo u s  f i e ld s :
E  =  E "  +  E a , H  =  H n + H fl, ( i )
w h e re  th e  n o r m a l  f ie ld  is  a  f ie ld  g e n e ra te d  b y  th e  g iv e n  sou rces  
i n  t h e  m o d e l  w i t h  t h e  n o r m a l  d i s t r ib u t io n  o f  c o n d u c t iv i t y  d rt, 
a n d  t h e  a n o m a lo u s  f i e l d  is  p r o d u c e d  b y  t h e  a n o m a lo u s  c o n ­
d u c t iv i t y  d i s t r ib u t io n  A d .
I t  is  w e l l  k n o w n  th a t  i n  th is  m o d e l  th e  a n o m a lo u s  f ie ld  c a n  b e  
p r e s e n t e d  as  a n  in t e g r a l  o v e r  t h e  e x c e s s  c u r r e n ts  i n  t h e  
in h o m o g e n e o u s  d o m a i n  D  ( H o h m a n n ,  1 9 7 5 ;  W e i d e l t ,  1 9 7 5 ;  
Z h d a n o v  a n d  K e l le r ,  1 9 9 4 ):
( 2 )
w h e r e  G "  ( r ; |r) is  t h e  e le c t r o m a g n e t ic  G r e e n ’ s t e n s o r  d e f in e d  
f o r  a n  u n b o u n d e d  c o n d u c t iv e  m e d i u m  w i t h  t h e  n o r m a l  c o n ­
d u c t iv ity  & n a n d  s a t is fy in g  th e  e q u a t io n  (Z h d a n o v ,  1 9 8 8 ):
V  X  V  X  G " ( r y | r )  -  / ^ G n ( r , | r )  =  — /co|x0 I S ( r y  -  r ) .  (3 )
H e r e  k „  =  i u > \ i Q < j n , I  is  t h e  u n i t  t e n s o r , a n d  8 (ry -  r )  is  t h e  
D i r a c  d e l t a  f u n c t io n .
A n  in te g r a l e x p re s s io n  fo r  th e  a n o m a lo u s  m a g n e t ic  f ie ld  c a n  
b e  w r i t t e n  as
X  [ E w( r )  +  E fl( r ) ]  d v .  (4 )
T h e  c o n v e n t io n a l  B o r n  a p p r o x im a t io n  E B ( r j ) f o r  th e  a n o m ­
a lo u s  f ie ld  c a n  b e  o b ta in e d  f r o m  e q u a t io n  (2 ) i f  w e  a s s u m e  th a t  
th e  a n o m a lo u s  f ie ld  is  n e g l ig ib ly  s m a l l  in s id e  D  i n  c o m p a r is o n  
w i t h  t h e  n o r m a l  f i e ld .  I n  t h is  c a s e , i t  c a n  b e  i g n o r e d  i n  
c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  n o r m a l  f i e l d :
( 5 )
A p p r o x im a t i o n  ( 5 )  w o r k s  r e a s o n a b ly  w e l l  o n ly  f o r  s m a l l  c o n ­
d u c t i v i t y  c o n t r a s ts  b e tw e e n  b a c k g r o u n d  m e d ia ,  a  r e la t iv e ly  
s m a l l  i n h o m o g e n e i t y ,  a n d  l o w  f r e q u e n c ie s  (B e r d ic h e v s k y  a n d  
Z h d a n o v ,  1 9 8 4 ) . A  d e ta i le d  a n a ly s is  o f  th e  ra n g e  o f  v a l id i t y  o f  
t h is  a p p r o x im a t i o n  is  g i v e n  i n  ( H a b a s h y  e t  a l . ,  1 9 9 3 ) .  I n  t h e  
n e x t  s e c t io n , w e  d e s c r ib e  th e  m o d if ic a t io n  o f  th e  B o r n  a p p ro x ­
im a t i o n  w h i c h  is  s im i l a r  i n  t h e  b a s ic  id e a s  t o  t h e  la s t  o n e ,  b u t  
is  m u c h  m o r e  a c c u r a te .
A  Q U A S I- L IN E A R  A P P R O X IM A T IO N  A N D  T H E  E L E C T R IC A L  
R E F L E C T IV IT Y  T E N S O R
E x p r e s s io n  (2 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  u s i n g  o p e r a to r  n o t a t io n s :  
E a =  C [ E ‘ ] , ( 6 )
w h e r e  C [ E a ] is  a n  in t e g r a l  o p e r a to r  o f  t h e  a n o m a lo u s  f i e l d  E a 
C [ E fl] =  A [ E n ] +  A [ E a] ( 7 )
a n d  A  is  a  l in e a r  s c a t te r in g  o p e r a to r :
( 8 )
E q u a t io n  (6 )  c a n  b e  t r e a te d  as  a n  in t e g r a l  e q u a t i o n  w i t h  
re sp e c t to  th e  a n o m a lo u s  f ie ld  E a. T h e  s o lu t io n  o f  th is  in te g r a l 
e q u a t io n  h a s  to  b e  a  f i x e d  p o i n t  o f  t h e  o p e r a to r  C  ( i n  o t h e r  
w o rd s , th e  a p p l ic a t io n  o f  th e  o p e ra to r  C  to  th e  a n o m a lo u s  f ie ld  
E a d o e s  n o t  c h a n g e  t h is  f i e l d ) .  T h is  s o lu t io n  c a n  b e  o b t a in e d  
u s i n g  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s iv e  i t e r a t io n s  t h a t  is  g o v e r n e d  b y  
th e  e q u a t io n s
E a W  =  C [ E a(JV_1)] , N  =  1 , 2 ,  3 , . . .  ( 9 )
A [ E ]  = 6 n ( r y | r ) A f f ( r ) E ( r )  d i
E B( r , . ) G ” ( r y | r ) A c r ( r ) E " ( r )  d v .
E a ( r . ) G " ( r ; | r ) A a ( r ) [ E ” ( r )  +  E “ ( r ) ]  d V,
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I t  is  w e l l  k n o w n  t h a t  s u c c e s s iv e  ite r a t io n s  c o n v e rg e  i f  o p e r a to r  
C  is  a  c o n t r a c t io n  o p e r a to r  ( B a n a c h  t h e o r e m ) ,  t h a t  is
||C [E a(1) -  E 0(2)]|| <  £;||Ea(1) -  E a(2)||, 
w h e r e  ||-" 11 i s L 2 n o r m ,  k  <  1, a n d  E a(1) a n d  E a(2)
( 1 0 )
a r e  a n y
t w o  d i f f e r e n t  s o lu t io n s .  S u b s t i t u t i n g  ( 7 )  i n t o  ( 1 0 )  w e  o b t a in
||C [E a(1) -  E fl(2)]|| =  ||A[Ea(1') -  E a(2)]||
<  11 A|| ||Efl(1) -  E a(2,|
( 1 1 )
T h e r e fo r e ,  c o n d i t i o n  ( 1 0 )  h o ld s  i f  ||A|| <  1.
I f  o p e r a to r  C  is  a  c o n t r a c t io n ,  t h e n  t h e  N t h  i t e r a t io n  
a p p r o a c h e s  t h e  a c t u a l  a n o m a lo u s  f i e l d
ga (A 0  g o
( 1 2 )
w h e n  N  —> oo.
T h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  is  s im p ly  t h e  f i r s t  i t e r a t io n  o f  t h is  
m e t h o d ,  i f  t h e  i n i t i a l  a p p r o x im a t i o n  E a(0) ( z e r o  o r d e r  i t e r a ­
t i o n )  is  s e le c te d  t o  b e  e q u a l  t o  z e r o  ( E a(0) =  0 ) :
E b  =  E a(1) =  C [ 0 ]  =  A [ E n]. ( 1 3 )
I n  t h is  c a s e  t h e  N t h  i t e r a t io n  c a n  b e  t r e a t e d  a s  t h e  s u m  o f  N  
t e r m s  o f  t h e  N e u m a n n  ( o r  B o r n )  series:
E a (N) =  A E n +  A 2E n +  A 3E n +. . + A NE n
=  E b  + A 2E n + A 3E n + l  l  l  + A NE n . ( 1 4 )
W e  w i l l  o b ta in  a  m o r e  a c c u ra te  a p p r o x im a t io n  i f  w e  a s s u m e  
t h a t  t h e  a n o m a lo u s  f i e l d  E a in s id e  t h e  i n h o m o g e n e o u s  d o m a in  
is  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  ^ b u t  is  l i n e a r ly  r e la t e d  t o  t h e  n o r m a l  f i e l d  
E n b y  s o m e  t e n s o r  X.:
E a(r )  =  X ( r ) E " ( r ) . ( 1 5 )
B y  a n a lo g y  w ith  th e  g e o e le c t r ic a l r e f le c t io n  c o e f f ic ie n ts  f o r  the  
la y e r e d  m o d e ls  ( Z h d a n o v  a n d  K e l le r ,  1 9 9 4 )  a n d  w i t h  t h e  
s e is m ic  c a s e  ( B le i s t e in ,  1 9 8 4 ) ,  w e  w i l l  c a l l  X ( r )  a n  e l e c t r i c a l  
r e f l e c t i v i t y  t e n s o r .
S u b s e q u e n t ly ,  w e  u s e  t h e  e x p r e s s io n  (1 5 )  a s  t h e  z e r o - o rd e r  
a p p r o x im a t io n  f o r  th e  s c a tte re d  f i e ld  in s id e  th e  in h o m o g e n e it y
( E
a(0)
X E " )  a n d  c a lc u la t e  t h e  f i r s t  a p p r o x im a t i o n  as
E a(1) =  C [ X E " ]  =  A [ E n + X E " ]  =  A [ ( !  + X ) E " ] .  ( 1 6 )
W e  w i l l  c a l l  t h is  a p p r o x im a t io n  a  q u a s i - l i n e a r  ( Q L )  a p p r o x ­
i m a t i o n  E “(  f o r  t h e  a n o m a lo u s  f i e l d  b e c a u s e  i t  g e n e r a te s  a n  
in t e g r a l  e x p r e s s io n  f o r  t h e  s c a t te r e d  f i e l d  w h i c h  is  n o n l in e a r  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d u c t i v i t y  ( t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  X  is  i n  
t h e  g e n e r a l  c a s e  a  f u n c t i o n  o f  A c t a s  w e l l ) ,  b u t  w h i c h  is  l i n e a r  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r o d u c t  o f  c o n d u c t iv i t y  a n d  r e f le c t iv i t y  
t e n s o r .  T a k in g  i n t o  a c c o u n t  ( 8 ) w e  h a v e
e «€ = E «d) = G " ( r ; | r ) A ( T ( r ) [ i  +  X ( r ) ] E " ( r )  d v .
( 1 7 )
U p  t i l l  n o w  t h e  b a c k g r o u n d  o f  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  a n d  
n e w  Q L  a p p r o x im a t io n  is  th e  s a m e . T h e  m a in  d if f e r e n c e  is  th a t  
in  th e  c a se  o f  th e  B o r n  a p p r o x im a t io n  th e  s ta r t in g  p o in t  f o r  the  
i t e r a t io n  p r o c e s s  is  t h e  z e r o  s c a t te r e d  f ie ld ,  w h i l e  i n  o u r  
a p p r o a c h  w e  s ta r t w i t h  th e  s c a tte re d  f ie ld  p r o p o r t io n a te  ( in  a n  
a s  y e t  a r b i t r a r y  w a y )  t o  t h e  n o r m a l  f i e ld .  I n  p r in c ip l e ,  w e  c a n
e x p a n d  o u r  a p p ro a c h  to  c o m p u t in g  a l l  i te r a t io n s  b y  e q u a t io n  (9 ) . 
I n  th is  c ase  w e  w i l l  o b ta in  a  c o m p le te  a n a lo g  o f  th e  B o r n  se r ie s . 
H o w e v e r ,  i n  t h is  p a p e r  w e  w i l l  a n a ly z e  o n ly  t h e  f i r s t  Q L  
a p p r o x im a t io n .
L e t  u s  e s t im a te  a n  a c c u r a c y  o f  t h e  Q L  a p p r o x im a t io n .  
A c c o r d i n g  t o  e q u a t io n s  ( 6 )  a n d  ( 7 )  t h e  a c t u a l  a n o m a lo u s  f i e l d  
E a is  e q u a l  to
E a
A [ E n] + A [ E a].
( 1 8 )
C o m p a r i n g  E a w i t h  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n ,  w e  c a n  o b t a in  a n  
a c c u r a c y  c r i t e r io n  f o r  a  Q L  s o lu t io n :
l|Ea -  E “,| =  | |A (E “ -  X E " ) ( 1 9 )
E q u a t i o n  ( 1 9 )  s h o w s  t h a t  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  Q L  a p p r o x im a ­
t io n  d e p e n d s  o n  t h e  a c c u r a c y  8  =  ||Ea -  X E "  || o f  e q u a t io n  
(1 5 ) :
l|E fl -  E af | II A|| S . ( 2 0 )
T a k in g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  X ( r )  
is ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e , a  f u n c t i o n  o f  t h e  o b s e r v a t io n  p o i n t  r , i t  
is  c le a r  t h a t  8 c a n  b e  m a d e  a r b i t r a r i ly  s m a l l  i f  X ( r )  is  c lo s e ly  
s p e c if ie d .
A t  t h is  p o i n t  i t  is  in te r e s t in g  t o  a n a ly z e  t h e  d i f f e r e n c e  
b e tw e e n  a  Q L  a p p r o x im a t i o n  a n d  t h e  s e c o n d - o r d e r  B o r n  
a p p r o x im a t i o n  t h a t  is  g i v e n  a c c o r d in g  t o  e q u a t io n  ( 1 4 )  b y  th e  
f o r m u la
E a(2) =  A E "  +  A 2E "  =  A [ E "  +  A E " ]
( 2 1 )
C o m p a r i n g  e q u a t io n s  ( 1 6 )  a n d  ( 2 1 ) ,  w e  s e e  t h a t  t h e  Q L  
a p p r o x im a t i o n  c a n  b e  o b t a in e d  f o r m a l l y  f r o m  t h e  s e c o n d -  
o r d e r  B o r n  a p p r o x im a t i o n  i f  w e  s u b s t i t u t e  o p e r a to r  A  w i t h i n  
th e  sq u a re  b ra c k e ts  in  e q u a t io n  (2 1 ) b y  th e  e le c t r ic a l r e f le c t iv ­
i t y  t e n s o r  X . H o w e v e r ,  th e s e  t w o  a p p r o x im a t i o n s  a r e  d i f f e r e n t  
b e c a u s e  w e  h a v e  a  c h o ic e  i n  t h e  s e le c t io n  o f  t h e  t e n s o r  X , a n d ,  
th e r e fo r e ,  w e  c a n  o b t a in  t h e  b e t t e r  a p p r o x im a t i o n  f o r  t h e  
a n o m a lo u s  f i e ld .  T h e  m a in  p r o b l e m  is  t o  f i n d  t h e  c o r r e s p o n d ­
i n g  t e n s o r  f u n c t i o n  X ( r )  t h a t  w o u l d  m i n im i z e  8 .
O u r  a p p r o a c h  t o  t h e  s o lu t io n  o f  t h is  p r o b l e m  w i l l  b e  b a s e d  
o n  th e  f o l l o w in g  a n a ly s is . U s in g  e q u a t io n  (1 6 )  w e  c a n  ex p re ss  
||Ea -  X E "  || a s  f o l l o w s :
||EB -  XE"|| =  ||Ea -  E aq (  +  A [ ( i  +  X ) E " ]  -  XE"||
<  ||Ea -  E aq ( \\ +  ||A [(I +  X ) E " ]  -  X E ” !!. ( 2 2 )  
L e t  u s  d e te r m in e  X  f r o m  t h e  c o n d i t i o n
||A [(! +  X )  • E " ]  -  X  • E ” | =  cp(X ) =  m i n .  ( 2 3 )  
F r o m  i n e q u a l i t i e s  ( 1 9 )  a n d  ( 2 2 )  w e  h a v e
||Ea -  E a£|| £  ||A||{||Ea -  E a( || +  <p(X)}. ( 2 4 )
I n  t h e  b e g in n in g  o f  t h is  s e c t io n  w e  s ta te d  t h a t  i n  o r d e r  f o r  t h e  
B o r n  s e r ie s  e x p a n s io n  t o  c o n v e r g e  t o  t h e  a c t u a l  e le c t r ic  f i e ld ,  
t h e  c o n d i t i o n
IIA|| < 1 ( 2 5 )
is  r e q u ir e d . U n d e r  th is  c o n d i t io n  w e  c a n  re w r ite  in e q u a l i ty  (2 4 ) 
as
I|e“ - K& - (26)
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T h e  la s t  f o r m u l a  s h o w s  t h a t  t h e  m i n im u m  o f  e q u a t io n  ( 2 3 )  
d e te r m in e s  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  Q L  a p p r o x im a t io n .
N o t e  t h a t  t h e  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  X is  f o r m a l l y  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s c a t te r in g  t e n s o r  f , in t r o d u c e d  i n  H a b a s h y  
e t  a l . ,  1 9 9 3 , b y  t h e  s im p le  f o r m u l a
H o w e v e r ,  T o r r e s - V e r d in  a n d  H a b a s h y  u s e  a  q u a s i- a n a ly t ic a l  
e x p re s s io n  to  d e te rm in e  T  w h i le  w e  w i l l  u s e  c o n d i t io n  (2 3 )  fo r  
t h e  n u m e r i c a l  c a l c u l a t io n  o f  t h e  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  te n s o r . 
T h is  n u m e r i c a l  a p p r o a c h  o p e n s  a  w a y  to  im p o s e  a d d i t i o n a l  
r e s t r ic t io n s  o n  t h e  r e f le c t iv i t y  te n s o r .
F o r  e x a m p le ,  w e  c a n  d e m a n d  t h a t  X is  a  d i a g o n a l  te n s o r :
( 2 8 )
I n  o th e r  w o r d s ,  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  e v e r y  c o m p o n e t n  o f  t h e  
a n o m a lo u s  f i e l d  is  l i n e a r ly  p r o p o r t io n a t e  to  t h e  c o m p o n e n t  o f  
n o r m a l  f i e l d  a lo n g  t h e  s a m e  a x e s .
A lt e r n a t iv e ly ,
X =  X I . ( 2 9 )
O f  c o u r s e ,  th e s e  a s s u m p t io n s  m a k e  o u r  a p p r o x im a t e  s o lu t io n  
le ss  a c c u ra te . H o w e v e r ,  as w e  w i l l  see b e lo w , i n  s o m e  s itu a t io n s  
th e y  w o r k  v e ry  w e ll .
D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  R E F L E C T IV IT Y  T E N S O R
I n  t h is  s e c t io n ,  w e  d e v e lo p  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d  f o r  th e  
e le c t r ic a l r e f le c t iv i ty  te n s o r  e s t im a t io n  i n  c o m p l ic a te d  m o d e ls .  
T o  s o lv e  t h is  p r o b l e m  w e  r e w r i t e  e q u a t i o n  ( 1 7 )  f o r  t h e  p o in t s  
i n s id e  d o m a i n  D ,  t a k i n g  in t o  a c c o u n t  e q u a t i o n  ( 1 5 ) :
E " € ~  X E n ~  A [ ( I  +  X ) E n]
G tt( r , | r ) A o - ( r ) [ i  +  X ( r ) ] E " ( r )  d i ( 3 0 )
T h e  la s t  e q u a t io n  p r o v id e s  t h e  b a s is  f o r  d e t e r m in in g  X .  T h is  
e q u a t io n  s h o u ld  h o l d  f o r  a n y  in t e r n a l  p o i n t  o f  t h e  d o m a i n  D .  
I n  re a lity , o f  c o u rs e , i t  h o ld s  o n ly  a p p ro x im a te ly . T h e re fo re  w e  
c a n  u s e  t h e  m i n im u m  n o r m  c o n d i t i o n  to  d e te r m in e  X:
X ( r , - ) E " ( r , )  - G n ( r ;- | r ) A c r ( r ) [ ( i  +  X ) E n ( r ) ]  d v
=  ip (X )  =  m i n .  ( 3 1 )
A s  w e  m e n t io n e d  i n  t h e  p r e v io u s  s e c t io n ,  t h e  e le c t r ic a l  
r e f le c t iv i t y  t e n s o r  X  is  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s c a t te r in g  t e n s o r  ~ T  
in t r o d u c e d  i n  H a b a s h y  e t a l. ,  1 99 3  b y  th e  s im p le  f o r m u la  (2 7 ) . 
T h e r e fo r e ,  w e  c a n  u s e  s o m e  r e s u lt s  o b t a in e d  i n  H a b a s h y  e t  a l.
( 1 9 9 3 )  f o r  th e  s c a t te r in g  te n s o r  to  a n a ly z e  th e  p r o p e r t ie s  o f  th e  
r e f le c t iv i t y  te n s o r . F i r s t  o f  a l l ,  w e  c a n  a s s u m e  t h a t  t h e  r e f le c ­
t iv i t y  t e n s o r  X , l i k e  f , r e f le c t s  t h e  c o n d u c t i v i t y  d i s t r ib u t io n .  
A ls o  th is  a p p r o x im a t io n  is  v a l id  u n d e r  th e  a s s u m p t io n  th a t  th e  
in t e r n a l  f i e ld ,  a n d  t h e r e fo r e  t h e  r e f le c t iv i t y  te n s o r , is  v a r y in g  
s lo w ly  in s id e  t h e  i n h o m o g e n e o u s  d o m a i n  (T o r r e s - V e r d in  a n d  
H a b a s h y ,  1 9 9 4 ) .  T h e  c o r r e c tn e s s  o f  t h is  a s s u m p t i o n  c a n  b e  
i l lu s t r a te d  b y  n u m e r ic a l  c a lc u la t io n s .
C o n s id e r  th e  3 - D  g e o e le c tr ic a l m o d e l  c o n s is t in g  o f  a  h o m o ­
g e n e o u s  h a l f- s p a c e  ( w i t h  r e s is t iv i t y  1 0 0  o h m  l  m )  a n d  a  c o n ­
d u c t iv e  r e c t a n g u la r  i n c lu s i o n  w i t h  a  r e s is t iv i t y  o f  1 o h m  l  m  
(F ig u r e  1 ) . T h e  e le c t r o m a g n e t ic  f ie ld  i n  th e  m o d e l  is  e x c ite d  b y  
a  h o r i z o n t a l  r e c t a n g u la r  lo o p ,  lo c a t e d  5 0  m  to  t h e  le f t  o f  th e  
m o d e l ,  w i t h  th e  lo o p  1 0  m  o n  a  s id e  a n d  th e  c u r re n t  a t 1  A .  W e  
h a v e  u s e d  th e  in te g r a l e q u a t io n  p r o g r a m  S Y S E M  fo r  c o m p u t ­
in g  th e  fr e q u e n c y - d o m a in  re sp o n se  o f  th e  c o m p le x  c o n d u c t iv ­
i t y  s t r u c tu r e  ( X i o n g ,  1 9 9 2 ) .  T h is  c o d e  m a k e s  i t  p o s s ib le  to  
c a lc u la t e  t h e  E M  f i e l d  n o t  o n ly  o n  t h e  s u r fa c e  o f  o b s e r v a t io n ,  
b u t  in s id e  th e  c o n d u c t iv e  h a lf- sp a ce . F o r  th e  sa k e  o f  s im p l ic i t y  
w e  a s s u m e  a ls o  t h a t  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  is  d ia g o n a l ,  a s  i n  
e q u a t io n  (2 8 ) .  A f t e r  d e f in in g  th e  n o r m a l  a n d  a n o m a lo u s  f ie ld s  
i n  t h e  c o n d u c t iv e  h a l f- s p a c e  b y  f o r w a r d  m o d e l i n g ,  w e  h a v e  
u s e d  e q u a t io n  ( 1 5 ) to  c o m p u t e  a l l  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
d i a g o n a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  f o r  d i f f e r e n t  f r e q u e n c ie s .  C a l c u l a ­
t io n s  h a v e  b e e n  d o n e  f o r  t h e  r e c e iv e r s , lo c a t e d  a lo n g  th e  
p r o f i le  A B  c ro s s in g  th e  to p  o f  th e  c o n d u c t in g  b o d y  (F ig u r e  1 ) . 
T h e  p l o t  o f  t h e  X x c o m p o n e n t  a t  t h e  f r e q u e n c y  f =  c o /2 t t  =
1 H z  is  s h o w n  o n  F ig u r e  2 . O n e  c a n  see th a t  X x  c h a n g e s  r a p id ly  
o u ts id e  th e  b o d y ,  b u t  is  a lm o s t  c o n s ta n t  in s id e  th e  b o d y  (a b o u t  
4 0 0  c e lls  w e re  u s e d  fo r  s a m p l in g  X x  in s id e  th e  b o d y ) .  T h e  s a m e  
r e s u lt s  h a v e  b e e n  o b t a in e d  f o r  o t h e r  c o m p o n e n t s  o f  X a n d  
f r e q u e n c ie s  b e tw e e n  0 .0 0 1  H z  a n d  1 0 0 0  H z .  M o d e l s  w i t h  
c o n d u c t iv e  i n c lu s io n s  o f  p 2 =  1 0  o h m  1 m  a n d  p 2 =  0 . 1  
o h m  l  m  p r o d u c e  t h e  s a m e  r e s u lt s .  M o r e o v e r ,  c a lc u la t io n s  
s h o w  t h a t  t h e  v a lu e  o f  X * is  c o n s t a n t  e v e r y w h e r e  in s id e  th e  
c o n d u c t in g  b o d y . F o r  e x a m p le , F ig u r e  3 p re se n ts  th e  p lo t  o f  X x  
f o r  th e  v e r t ic a l c ro ss- se c t io nx  =  0  fo r  1 0  H z .  F ig u r e  4  p re sen ts  
t h e  s a m e  p l o t  a t  t h e  v e r t ic a l  c r o s s - s e c t io n  x  =  2 . 5  m  a n d  f o r  
1 0 0 0  H z .  T h e  w h i t e  z o n e s  o n  t h e s e  f ig u r e s  d e l in e a t e  t h e  
a n o m a lo u s  b o d y  v e r y  w e l l .  T h u s ,  o u r  a s s u m p t io n  a b o u t  th e  
s lo w  v a r ia t io n  o f  X *  in s id e  t h e  a n o m a lo u s  d o m a i n  is  c o r re c t .  
T h e  p r o b l e m  is  h o w  to  d e t e r m in e  t h e  t e n s o r  X.
F o r  t h e  n u m e r i c a l  c a lc u la t io n ,  i t  is  m o r e  c o n v e n ie n t  to  
r e w r i t e  e q u a t i o n  ( 3 0 )  u s i n g  t e n s o r  n o t a t io n s
I n  t h e  la s t  e q u a t io n ,  £ " € a ( r )  a n d  E "  ( r ) ( a ,  7  =  x, y, z )  a re  
t h e  C a r t e s ia n  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  f i e l d  v e c to r s , a n d  
G ” p ( r ;-|r), a ,  p  =  x ,  y ,  z  a re  t h e  C a r t e s ia n  c o m p o n e n t s  o f  th e  
e le c t r o m a g n e t ic  G r e e n ’ s te n so r . I n  a l l  e q u a t io n s  w i t h  s u m m a ­
t io n s  w e  u s e  th e  E i n s t e i n  c o n v e n t i o n :  th e  tw ic e  r e c u r r in g  in d e x  
in d ic a te s  s u m m a t io n  o v e r  th is  in d e x  ( f o r  e x a m p le , p  =  x ,  y ,  z ) .
F o l lo w in g  o u r  a s s u m p t io n  a b o u t  s lo w  v a r ia t io n  o f  th e  te n so r  
X in s id e  th e  a n o m a lo u s  d o m a in ,  w e  b e g in  o u r  a n a ly s is  w i t h  th e  
s im p le s t  c a s e  o f  t h e  c o n s t a n t  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  in s id e  D .  
T h e r e fo r e ,  e q u a t i o n  ( 3 2 )  t a k e s  t h e  f o r m
K (r j) XpyS apEy(r j) (8 fry +  ^CW )
G ^ ( r ; | r ) A c x ( r )  E " ( r )  d v ,  ( 3 3 )
a n d  w e  h a v e




6 a, E ; ( r j ) - J  J J G : p( r j l r )A <r ( r)EnJ r ) d v
' V . (3 4 )
w h e r e  ry £  D .
T h is  e q u a t io n , a s  w e l l  as r e la t io n s h ip  (3 0 )  h o ld s  o n ly  a p p r o x ­
im a t e ly .  T h e r e fo r e  w e  c a n  u s e  t h e  le a s t- s q u a re s  m e t h o d  to  
d e t e r m in e  t h e  X t h a t  o p t im a l l y  f i t s  c o n d i t i o n  ( 3 4 ) :
¥(*) = 2  -  Xp ,A £ap7(r ; )]*
x  [ £ f ( r ; ) -  X o v A E ^ r , ) ]  = min;
a ,  p ,  -y, n ., v  =  X , y , z ;  ( 3 5 )  
w h e r e  A £ a p 7 is  t h e  b r a c k e t e d  t e r m  i n  e q u a t i o n  ( 3 4 ) :  
A £ oPl(r ; ) - f t BpE^(ry)
2  A£*ap7( r /) A £ 0|11,( r /)
2  A£*aP7( r y) £ f ( r >) . (37)
1 1 1
£'ap(r y |r)A o -(r)£ "(r) rfl>, ( 3  6 )
a n d  t h e  s u p e r s c r ip t  *  m e a n s  t h e  c o m p le x  c o n j u g a t e  v a lu e .
T h e  s o lu t i o n  o f  t h e  m i n im i z a t i o n  p r o b l e m  (3 5 )  is  d e s c r ib e d  
i n  A p p e n d i x  A .  T h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  o p t im a l  r e f le c t iv i t y  
t e n s o r  a re
Distance (m)
F ig .  2 . P lo t  o f  t h e  A ,  c o m p o n e n t  o f  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  
c o m p u t e d  f o r  M o d e l  1 a t  f r e q u e n c y  f  = <o/2it = 1 H z .  
C a l c u l a t i o n s  h a v e  b e e n  d o n e  f o r  t h e  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  
p r o f i l e  A B  c r o s s in g  t h e  c o n d u c t i n g  b o d y  a t  its  t o p  s id e  (s e e  
F ig u r e  1 ). A ,  c h a n g e s  r a p id ly  o u t s id e  t h e  b o d y ,  b u t  is  a lm o s t  
c o n s t a n t  in s id e  t h e  b o d y  ( - 1 0  £  y  £  1 0 ).
M o d e l  1
F IG .  1. 3 - D  g e o e le c t r ic  m o d e l ,  c o n t a in i n g  o n e  c o n d u c t iv e  b o d y  i n  a  h o m o g e n e o u s  h a l f- s p a c e ,  w i t h  r e c t a n g u la r  l o o p  e x c i t a t io n
( M o d e l  1 ). A B  is  a  p r o f i l e  o f  r e c e iv e r s .
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25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 
Distance (m)
-9.4e-01 -2.7e-01 -1.3e-01 -7.2e-02 -4.2e-02 -5.1e-03
F I G .  3 . P lo t  o f  t h e  r e a l  p a r t  o f  c o m p o n e n t  A.* a t  t h e  v e r t ic a l  c ro s s - s e c t io n  x  =  0  o f  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r ,  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  1 
( F ig u r e  1) a t  f r e q u e n c y  /  =  tu/2-tr =  1 0  H z  ( t h e  im a g in a  p a r t  o f  \ x  is  n e g l i g i b l y  s m a l l ) .  W h i t e  a n d  b l a c k  s c a le  r e p r e s e n ts  th e  
d im e n s io n le s s  v a lu e s  o f  A , .  T h e  w h i t e  d o m a i n  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c o n s t a n t  v a lu e  o f  A , .  T h is  w h i t e  d o m a i n  c o in c id e s  w i t h  t h e  
g e o m e t r y  o f  t h e  a n o m a lo u s  b o d y .
25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 
Distance (m)
-9.6e-01 -2.4e-01 -1.2e-01 -6.8e-02 -4.0e-02 -5.0e-03
F ig .  4 . P lo t  o f  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  c o m p o n e n t  A ,  a t  t h e  v e r t ic a l  c r o s s - s e c t io n  x  =  2 . 5  m  o f  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r ,  c o m p u t e d  f o r  
M o d e l  1 (F ig u r e  1) a t  f r e q u e n c y  / =  »/2in =  1 0 0 0  H z  (th e  im a g in a r y  p a r t  o f  A ,  is  n e g l ig ib ly  s m a ll) .  T h e  w h ite  d o m a in  c o rre s p o n d s  
t o  t h e  c o n s ta n t  v a lu e  o f  A , .  T h is  w h i t e  d o m a i n  c o in c id e s  w i t h  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  a n o m a lo u s  b o d y .
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A s  w e  n o t e d  i n  t h e  p r e v io u s  s e c t io n ,  t h e r e  is  a  c h o ic e  i n  t h e  
s e le c t io n  o f  t h e  t y p e  o f  t h e  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  te n s o r . F o r  
e x a m p le ,  i n  t h e  s im p le s t  c a s e  w h e n  X is  a  s c a la r  t e n s o r
X — X S
w e  o b ta in
2/-1 M * m ( r j ) E Ba(rj)
2 / = i  A £ * a pi3 ( r j ) \ E  a i l lL { r j ) '  
I n  t h e  c a s e  w h e n  X is  a  d i a g o n a l  t e n s o r
Xe’ = {o’eV '
t h e  s o lu t io n  h a s  t h e  f o r m
( 3 8 )
( 3 9 )
(4 0 )
[ M
( 4 1 )
I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  w e  s h o u ld  s o lv e  e q u a t io n  ( 3 7 )  to  f i n d  X. 
A f t e r  t h e  X is  f o u n d ,  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  is  c a lc u la t e d  u s in g  
e x p re s s io n  (1 7 ) .
W e  c a n  o b ta in  a  m o r e  p re c is e  a p p r o x im a t io n  fo r  th e  e le c tr ic  
f ie ld  i f  w e  d iv id e  th e  d o m a in  D  in to  s u b d o m a in s  D  =  D k
a n d  a s s u m e  th a t  r e la t io n s h ip  (3 0 )  h o ld s  in s id e  a n y  s u b d o m a in  
D k :
E l i r j )  =  \ ^ y E ^ { r j ) , r j  S  D k , ( 4 2 )
w h e r e  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  X p7 d e p e n d s  o n ly  o n  t h e  s u b d o ­
m a in ’ s n u m b e r  k .  S u b s t i t u t in g  e q u a t io n  (4 2 )  in to  e q u a t io n  (2 ) 
w e  h a v e
G " p ( r y | r ) A a ( r )  £ " ( r )  d v ,  ( 4 3 )
T j  £  D  m .
N o w  t h e  p r o b l e m  is  to  d e t e r m in e  t h e  t e n s o r s  \ k .
T o  s o lv e  t h is  p r o b l e m  w e  c a n  r e p e a t  a l l  c a lc u la t io n s ,  d o n e  
a b o v e  f o r  o n e  c o n s t a n t  t e n s o r  X (s e e  A p p e n d i x  B ) .
T h u s , w e  o b ta in
( 4 4 )
w h e re
A E aP7* ( r y) =  8 a P 8 w £ " ( r y)
G " p ( r y | r ) A a ( r ) £ " ( r ) d i (45 )
T h e  la s t  e x p r e s s io n  a ls o  c a n  b e  s im p l i f i e d  f o r  t h e  c a s e s  o f  
d ia g o n a l  o r  s c a la r  r e f le c t iv i ty  te n so r .
N o t e  t h a t ,  a c c o r d in g  to  e q u a t i o n  ( 2 7 ) ,  t h e  m e t h o d  o f  
c a l c u l a t io n  o f  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  d e v e lo p e d  i n  t h is  s e c t io n  
o p e n s  a  q u ic k e r  a n d  m o r e  e f f i c ie n t  w a y  o f  a r r iv in g  a t  t h e  
s c a t te r in g  t e n s o r  t h a n  is  g i v e n  i n  T o r r e s - V e r d in  a n d  H a b a s h y
(1 9 94 ).
N U M E R IC A L  C O M P A R IS O N  O F  T H E  Q U A S I- L IN E A R  
A P P R O X IM A T IO N , B O R N  A P P R O X IM A T IO N , A N D  
F U L L  IN T E G R A L  E Q U A T IO N  S O L U T IO N S
I n  t h is  s e c t io n ,  w e  c o m p a r e  n u m e r i c a l l y  t h e  E M  f i e l d  
c o m p o n e n t s ,  o b t a in e d  b y  t h e  s o lu t io n  o f  t h e  e x a c t  i n t e g r a l  
e q u a t i o n  ( 2 ) ,  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  ( 5 )  a n d  t h e  l i n e a r  
a p p r o x im a t i o n  ( 1 7 ) .  F o r  t h e  f u l l  in t e g r a l  e q u a t i o n  ( I E )  s o lu ­
t io n , w e  h a v e  u s e d  th e  S Y S E M  p r o g r a m  (X io n g ,  1 9 9 2 ) .
F ir s t , w e  a n a ly z e  th e  re su lts  o f  th e  n u m e r ic a l  c a lc u la t io n  fo r  
m o d e l  1, p r e s e n t e d  i n  F ig u r e  1. F ig u r e s  5  a n d  6  s h o w  th e  
c o m p a r i s o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  s o lu t io n s  f o r  r e a l  a n d  im a g in a r y  
p a r t s  o f  t h e  a n o m a lo u s  e le c t r ic a l  f i e l d  E %  a n d  t h e  a n o m a lo u s  
m a g n e t ic  f i e l d  H “ f o r  t w o  d i f f e r e n t  f r e q u e n c ie s :  1 0  H z  a n d  
1 0 0 0  H z .  I n  t h e  c a s e  o f  Q L  a p p r o x im a t i o n ,  w e  h a v e  u s e d  t h e  
s im p le s t  s c a la r  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  a n d  t h e  d i a g o n a l  r e f le c t iv i t y  
t e n s o r . O n e  c a n  se e  t h a t  t h e  f u l l  s o lu t io n  a n d  t h e  Q L  a p p r o x ­
im a t i o n s  c a lc u la t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  s c a la r  a n d  t h e  d i a g o n a l  
r e f le c t iv i t y  t e n s o r  p r o d u c e  s im i l a r  r e s u lt s ,  w h i l e  t h e  c o n v e n ­
t io n a l  B o r n  a p p r o x im a t i o n  p r o d u c e s  c u r v e s  o f  t h e  c o r r e c t  
s h a p e  b u t  in c o r r e c t  m a g n i t u d e .  W e  c a n  o b s e r v e  a  s m a l l  
d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  Q L  a p p r o x im a t io n s  a n d  a  f u l l  I E  
s o lu t io n  o n ly  o n  t h e  R e H “ c o m p o n e n t  n e a r  t h e  c e n te r  o f  t h e  
b o d y .  N o t i c e ,  t h a t  t h e  s y m m e t r y  i n  t h e  a b s o lu te  v a lu e  o f  t h e  
a n o m a lo u s  f ie ld ,  o b s e rv e d  o n  th e  B o m  a p p r o x im a t io n  a n d  Q L  
a p p r o x im a t io n  c o m p u te d  w i t h  th e  s c a la r  X , is  d e s tro y e d  fo r  th e  
f u l l  I E  s o lu t io n  a n d  Q L  a p p r o x im a t i o n  c o m p u t e d  w i t h  t h e  
d i a g o n a l  t e n s o r  X. T h is  f a c t  h a s  a  s im p le  e x p la n a t io n .  T h e  
n o r m a l  f i e l d  i n  t h e  m o d e l  is  a s y m e t r ic a l  b e c a u s e  t h e  t r a n s m i t ­
te r  l o o p  is  lo c a t e d  to  t h e  le f t  o f  t h e  c o n d u c t i n g  b o d y .  T h is  
a s y m e t r y  o f  t h e  n o r m a l  f i e l d  g e n e r a te s  t h e  s a m e  t y p e  o f  
a s y m e t r y  i n  t h e  I E  s o lu t io n  a n d  i n  t h e  m o r e  p r e c is e  Q L  
a p p r o x im a t i o n  c o m p u t e d  w i t h  t h e  d i a g o n a l  t e n s o r  X , a n d  i t  is  
n o t  s e e n  o n  t h e  o t h e r  le s s  p r e c is e  a p p r o x im a t io n s .
M o d e l  2  is  p r e s e n t e d  o n  F ig u r e  7 . T h is  m o d e l  is  e x c it e d  b y  
th e  v e r t ic a l ly  p r o p a g a t in g  p la n e  w a v e . F o r  th e  s a ke  o f  sy m p lic -  
i ty ,  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  is  a  s c a la r  i n s id e  t h e  
c o n d u c t iv e  b o d y . F ig u r e  8 c o m p a re s  d if f e re n t  s o lu t io n s  fo r  th e  
a n o m a l o u s  f i e l d s  R e H £ ,  R e H y  a n d  R e E % ,  I m E y  f o r  a  
f r e q u e n c y  o f  1 H z .  F ig u r e  9  p r e s e n ts  t h e  a p p a r e n t  r e s is t iv i t y  
c u r v e s  f o r  T E  a n d  T M  m o d e s .  O n e  c a n  se e  a g a in  t h a t  t h e  f u l l  
s o l u t i o n  a n d  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  p r o d u c e  s im i l a r  r e s u lt s ,  
a n d  t h a t  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  l ie s  f a r  a w a y  f r o m  th e  e x a c t  
s o lu t io n .
M o d e l  3 c o n t a in s  t w o  a n o m a lo u s  b o d ie s  w i t h  d i f f e r e n t  
r e s is t iv i t ie s - 1 o h m  1 m  a n d  1 0 0  o h m  • m - im m e r s e d  i n  a  
th r e e - la y e r  e a r t h  ( F ig u r e  1 0 ) . W e  a g a in  c o n s id e r  p la n e - w a v e  
e x c i t a t io n  a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  is  s c a la r  
w i t h i n  e v e ry  b o d y ,  b u t  a  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  f o r  c o n d u c t iv e  
(1 o h m  l  m )  a n d  re s is t iv e  (1 0 0  o h m  l  m )  in c lu s io n s .  R e s u lts  o f
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D is ta n c e  (m )  D is ta n c e  (m )
D is ta n c e  (m )  D is ta n c e  (m )
(a) -------  (b) -----  (C) ............  ( d ) -----------
F ig . 5 . N u m e r ic a l  c o r n  a r is o n  o f  f u l l  I E  s o lu t i o n  ( a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  s c a la r  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  ( b ) ,  
B o r n  a p p r o x im a t i o n  ( c ) ,a n d  Q L  a p p r o x im a t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  d i a g o n a l  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  ( d )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  
1 ( F ig u r e  1 ) a t  t h e  f r e q u e n c y  f =  c o /2 i t  =  10  H z .  C a lc u la t io n s  d o n e  fo r  th e  re ce iv e rs  lo c a te d  a lo n g  th e  Y - a x is  o n  th e  su r fa ce . R e a l  
a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  e le c t r ic  a n d  m a g n e t i c  f i e ld s  a re  p r e s e n te d .
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Fig. 6 . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t i o n  (a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  s c a la r  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  ( b ) ,  
B o r n  a p p r o x im a t i o n  (c ) ,  a n d  Q L  a p p r o x im a t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  d i a g o n a l  e le c t r ic a l  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  ( d )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  
1 ( F ig u r e  1 ) a t  t h e  f r e q u e n c y  f =  =  1 0 0 0  H z .  C a lc u la t io n s  a re  d o n e  fo r  th e  re ce iv e rs  lo c a te d  a lo n g  th e  Y - a x is  o n  th e  su r fa ce . 
P lo t s  p r e s e n t  r e a l  a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t i c  f ie ld s .
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n u m e r i c a l  E M  m o d e l i n g  a r e  p r e s e n t e d  i n  F ig u r e  11 ( a n o m a ­
lo u s  f i e l d  c o m p o n e n t s )  a n d  F ig u r e  1 2  [ a p p a r e n t  r e s is t iv i t y  
c u r v e s  f o r  t r a n s v e r s e  e le c t r ic  ( T E )  a n d  t r a n s v e r s e  e le c t r ic  
(T M )  m o d e s ] . T h e  c o n c lu s io n  o f  th e  a n a ly s is  o f  these  re su lts  is  
t h e  s a m e :  t h e  f u l l  s o lu t io n  a n d  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  p r o d u c e  
s im i l a r  r e s u l t s ,  w h i l e  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  g e n e r a te s  a n  
e r r o n e o u s  s o lu t io n .
T h e  la s t  m o d e l ,  m o d e l  4 , w i t h  t h r e e  c o n d u c t iv e  b o d ie s  is  
s h o w n  i n  F ig u r e  1 3 . T h is  m o d e l  s im u la t e s  t h e  V L F  o b s e r v a ­
t io n s :  w e  h a v e  a  s h a l l o w  c o n d u c t i v e  s t r u c tu r e  a n d  c o n s id e r  
h ig h - f r e q u e n c y  p la n e - w a v e  e x c it a t io n - u p  t o  5 0 0  k H z .  T h e  
r e f le c t iv i t y  t e n s o r  is  s c a la r  a n d  c o u l d  b e  e q u a l  t o  d i f f e r e n t  
f u n c t io n s  f o r  d i f f e r e n t  b o d ie s :
=  * = 1 , 2 ,  3.
R e s u lts  o f  n u m e r ic a l  m o d e l in g  a re  p re s e n te d  in  F ig u r e s  1 4  a n d  
1 5 . T h e  c o n c lu s io n  is  t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  p r e v io u s  m o d e l s :  a  
Q L  a p p r o x im a t i o n  w o r k s  w e l l  w h i l e  t h e  B o r n  a p p r o x im a t i o n  
d o e s  n o t .
I t  is  im p o r t a n t  t o  c o m p a r e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  t im e  o f  th e  
n u m e r i c a l  m o d e l i n g  n e e d e d  f o r  a n y  o f  th e s e  t h r e e  a p p r o a c h e s .  
T h e  r e s u l t s  o f  c o m p a r i s o n  a re  p r e s e n t e d  i n  T a b le s  1 a n d  2 .
O n e  c a n  se e  f r o m  th e s e  t a b le s  t h a t  C P U  t im e  in c r e a s e s  
e x p o n e n t ia l ly  w i t h  t h e  n u m b e r  o f  c e l ls  f o r  a  f u l l  I E  s o lu t io n ,  
w h i l e  i t  in c r e a s e s  l i n e a r ly  f o r  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  a n d  B o r n  
a p p r o x im a t i o n .  I n  t h e  m o d e ls  w i t h  8 0 0  c e l ls  i n  t h e  a n o m a lo u s  
d o m a i n ,  t h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  is  a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  fa s te r  
t h a n  t h e  f u l l  I E s  s o lu t io n .  I t  t a k e s  a b o u t  t w ic e  t h e  t im e  to
c o m p u te  th e  Q L  a p p r o x im a t io n  th a t  is  r e q u ir e d  f o r  B o r n  a p p r o x ­
im a t io n .  H o w e v e r ,  th e  Q L  a p p r o x im a t io n  p r o d u c e s  re a s o n a b le  
re s u lts , w h i le  th e  B o r n  a p p r o x im a t io n  g iv e s  a  p o o r  e s t im a te .
C O N C L U S IO N
T h e  Q L  a p p r o x im a t i o n  o f  t h e  E M  f i e l d  d e v e lo p e d  i n  t h is  
p a p e r  is  b a s e d  o n  th e  a p p r o x im a t io n  o f  th e  a n o m a lo u s  f ie ld  b y  
a  l i n e a r  t r a n s f o r m a t io n  o f  t h e  n o r m a l  f ie ld :  E ft =  X E „  , w h e r e  
k  is  c a l le d  th e  e l e c t r i c a l  r e f l e c t i v i t y  t e n s o r .  T h e  r e f le c t iv i ty  te n so r  
in s id e  i n h o m o g e n e i t i e s  c a n  b e  a p p r o x im a t e d  b y  s lo w  v a r y in g  
f u n c t io n s  t h a t  c a n  b e  d e t e r m in e d  n u m e r i c a l l y  b y  a  s im p le  
o p t im iz a t io n  t e c h n iq u e .
T h e  r e s u lt s  o f  n u m e r i c a l  c a lc u la t io n s  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  
n e w  a p p r o x im a t i o n  g iv e s  a n  a c c u r a t e  e s t im a te  o f  t h e  3 - D  E M  
r e s p o n s e  f o r  a  m u c h  s t r o n g e r  c o n d u c t i v i t y  c o n t r a s t  ( u p  to  
h u n d r e d  t im e s )  t h a n  d o e s  t h e  c o n v e n t i o n a l  B o r n  a p p r o x im a ­
t io n  a n d  f o r  a  w id e  r a n g e  o f  f r e q u e n c ie s . A t  th e  s a m e  t im e , th is  
m e t h o d  is  m u c h  fa s te r  t h a n  t h e  c o m p u t e r  c o d e s  b a s e d  o n  t h e  
f u l l  I E  s o lu t io n .  T h u s  i t  o p e n s  u p  a  p o s s ib i l i t y  f o r  f a s t  3 - D  
e le c t r o m a g n e t ic  in v e r s io n .
A C K N O W L E D G M E N T S
W e  t h a n k  t h e  C o n s o r t i u m  o n  E le c t r o m a g n e t ic  M o d e l i n g  
a n d  I n v e r s io n  ( C E M I )  a t  t h e  D e p a r t m e n t  o f  G e o l o g y  a n d  
G e o p h y s ic s , U n iv e r s it y  o f  U ta h , f o r  p r o v id in g  s u p p o r t  f o r  th is  
w o rk . W e  w is h  to  t h a n k  D r .  Z .  X io n g  f o r  h e lp  in  th e  w o r k  w ith  
h i s  3 - D  in t e g r a l  e q u a t io n  c o d e  a n d  D r .  A l  T r ip p  f o r  u s e f u l  
d is c u s s io n s  a n d  c o m m e n ts .
( C o n t i n u e d  o n  p .  6 6 3 )
M o d e l  2
F ig . 7 .3 -D  g e o e le c tr ic  m o d e l  c o n t a in in g  o n e  c o n d u c t iv e  b o d y  in  a  h o m o g e n e o u s  h a lf- sp a ce  w ith  a  p la n e - w a v e  e x c ita t io n  (M o d e l  2 ).
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20
0
£ - 2 0
- 4 0  -
- 6 0
D i s t a n c e  ( m )
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
F ig .  8 a . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t io n  (a  , Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b ) ,  a n d  B o r n  a p p r o x im a t i o n  (c )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  2  
( F ig u r e  7 )  a t  t h e  f r e q u e n c y / =  c o /2 it  =  1 H z .  C a l c u l a t i o n s  a re  d o n e  f o r  t h e  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e .  P lo t s  
p r e s e n t  r e a l  a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t ic  f ie ld s .
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- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
(a)
- 4 0 0 0  - 2 0 0 0  0  2 0 0 0  4 0 0 0  
D i s t a n c e  ( m )
(b)
F ig . 8b . N u m e r ic a l  c o m p a r is o n  o f  f u l l  I E  s o lu t io n  (a )  a n d  Q L  a p p r o x im a t io n  (b )  c o m p u te d  fo r  M o d e l  2  (F ig u r e  7 ) a t th e  f r e q u e n c y
/  =  c o /2 t t  =  1 H z .  C a l c u l a t i o n s  a re  d o n e  f o r  t h e  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e . P lo t s  p r e s e n t  r e a l  a n d  im a g in a r y  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t ic  f i e ld s  f o r  a  la r g e r  v e r t ic a l  s c a le  t h a n  i n  F ig u r e  8 a.
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F ig .  9 . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t io n  ( a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b ) ,  a n d  B o r n  a p p r o x im a t i o n  (c )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  2  
( F ig u r e  7 )  a t  t h e  f r e q u e n c y / =  co/ 2 tt =  1 H z .  C a l c u l a t i o n s  a re  d o n e  f o r  t h e  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e . P lo t s  
p r e s e n t  a p p a r e n t  r e s is t iv i t ie s  c o m p u t e d  f o r  T M  m o d e  ( p , )  a n d  T E  m o d e  ( p , ) .
M o d e l  3
F ig .  1 0 .3 - D  g e o e le c t r ic  m o d e l  c o n t a in i n g  t w o  a n o m a lo u s  b o d ie s  w i t h  d i f f e r e n t  r e s is t iv i t ie s - 1 o h m  • m  a n d  1 0 0  o h m  • m - im m e r s e d  
i n  a  3 - la y e r  e a r th  ( M o d e l  3 ) . M o d e l  is  e x c i t e d  b y  a  v e r t i c a l ly  p r o p a g a t in g  p l a n e  E M  w a v e .
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D i s t a n c e  ( m )  D i s t a n c e  ( m )
(a) _________  (b) ------ (c) ............
F ig .  1 1 . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t i o n  ( a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b ) ,  a n d  B o r n  a p p r o x im a t i o n  ( c )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  3 
( F ig u r e  1 0 )  a t  t h e  f r e q u e n c y  f =  co /2 'tt =  0 .0  1 H z .  C a lc u la t io n s  a re  d o n e  fo r  re ce iv e rs  lo c a te d  a lo n g  th e  Y - a x is  o n  th e  su r fa ce . P lo ts  
p r e s e n t  r e a l  a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t i c  f ie ld s .
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Distance (m)
(a) (b )-------  (c) (a) (b) — (c)
F ig .  1 2 . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t io n  ( a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b ) ,  a n d  B o r n  a p p r o x im a t i o n  (c )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  3 
(F ig u r e  1 0 ) a t  th e  f r e q u e n c y / =  cu/2-rr =  0 .0 1  H z .  C a lc u la t io n s  a re  d o n e  fo r  re c e iv e rs  lo c a te d  a lo n g  th e  Y - a x is  o n  th e  su r fa ce . P lo ts  
p r e s e n t  a p p a r e n t  r e s is t iv i t ie s  c o m p u t e d  f o r  T M  m o d e  ( p , )  a n d  T E  m o d e  ( p , ) .
F IG .  1 3 . 3 - D  g e o e le c t r ic  m o d e l  c o n t a in i n g  t h r e e  c o n d u c t i v e  b o d ie s  i n  a  h o m o g e n e o u s  h a l f- s p a c e  w i t h  a  p la n e - w a v e  e x c i t a t io n
( M o d e l  4 ) .
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i — 1— r  
-40 -20 0 20 40 
D i s t a n c e  ( m ) D i s t a n c e  ( m )
D i s t a n c e  ( m )  D i s t a n c e  ( m )
(a) _________  (b) -----  (c) ............
F ig . 14a . N u m e r ic a l  c o m p a r is o n  o f  f u l l  I E  s o lu t io n  (a ) , Q L  a p p r o x im a t io n  (b ) , a n d  B o m  a p p r o x im a t io n  (c )  c o m p u te d  fo r  M o d e l  4  
( F ig u r e  1 3 ) a t  t h e  f r e q u e n c y  f  =  u > / 2 i t =  5 0 0  K H z .  C a lc u l a t i o n s  a re  d o n e  f o r  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e . 
P lo t s  p r e s e n t  r e a l  a n d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t ic  f ie ld s .
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F ig .  1 4 b . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t i o n  (a )  a n d  Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  4  ( F ig u r e  1 3 )  a t  t h e  
f r e q u e n c y  /  =  &>/ 2-ir =  5 0 0  K H z .  C a lc u l a t i o n s  a r e  d o n e  f o r  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e .  P lo t s  p r e s e n t  r e a l  
d  im a g in a r y  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e le c t r ic  a n d  m a g n e t ic  f i e ld s  a t  a  la r g e r  v e r t ic a l  s c a le  t h a n  i n  F ig u r e  1 4 a .a n
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D istance (m ) D istance (m )
(a) ________  (b) ------- (c) ............. (a) _________ (b) ------- (c) .............
F ig .  1 5 . N u m e r i c a l  c o m p a r i s o n  o f  f u l l  I E  s o lu t i o n  (a ) ,  Q L  a p p r o x im a t i o n  ( b ) ,  a n d  B o r n  a p p r o x im a t i o n  (c )  c o m p u t e d  f o r  M o d e l  4  
( F ig u r e  1 3 )  a t  t h e  f r e q u e n c y  f =  co/ 2 t t =  5 0 0  K H z .  C a l c u l a t i o n s  a re  d o n e  f o r  r e c e iv e r s  lo c a t e d  a lo n g  t h e  Y - a x is  o n  t h e  s u r fa c e . 
P lo t s  p r e s e n t  a p p a r e n t  r e s is t iv i t ie s  c o m p u t e d  f o r  T M  m o d e  ( p , )  a n d  T E  m o d e  ( ) .
T a b le  1 . C o m p a r i s o n  o f  t h e  C P U  t im e  ( in  s e c o n d s )  f o r  E M  
m o d e l in g ,  u s in g  d i f f e r e n t  m e t h o d s  ( M o d e l  1 ).
C e l l  n u m b e r  i n  a n o m a lo u s  250  4 00  800
d o m a in  ce lls  ce lls  ce lls
F u l l  i n t e g r a l  e q u a t io n  s o lu t i o n  1029.1 2 9 9 5 .0  13127 .0
Q u a s i  l in e a r  a p p r o x im a t io n  3 8 2 .4  530 .4  1170.1
B o r n  a p p r o x im a t io n  2 37 .5  308 .5  4 82 .8
T a b le  2 . C o m p a r i s o n  o f  t h e  C P U  t im e  ( in  s e c o n d s )  f o r  E M  
m o d e l in g ,  u s in g  d i f f e r e n t  m e t h o d s  (M o d e l  2 ) .
C e l l  n u m b e r  i n  a n o m a lo u s  250  4 00  800
d o m a in  ce lls  ce lls  ce lls
F u l l  i n t e g r a l  e q u a t io n  s o lu t io n  1064 .6  478 5 .3  18370 .3
Q u a s i  l in e a r  a p p r o x im a t io n  444 .9  6 7 2 .4  1049.5
B o r n  a p p r o x im a t io n  2 33 .9  3 5 2 .2  4 62 .0
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A P P E N D I X  A
C A L C U L A T IO N  O F  T H E  C O N S T A N T  R E F L E C T M T Y  T E N S O R
Zhdanov and Fang
T h e  r e f le c t iv i t y  t e n s o r  s h o u ld  s o lv e  t h e  m i n im i z a t i o n  p ro b -  a n d  
l e m  d e s c r ib e d  b y  e q u a t io n  (3 5 ) . T o  d e v e lo p  a  s o lu t io n  fo r  th is  
e q u a t io n , w e  c a lc u la te  th e  f ir s t  v a r ia t io n  o f  th e  fu n c t io n a l  cp(X) 
as
8 <p(X, 8 X ) =  - 2  R e  S X *p 7 2  A £ * a p7 ( r ; )
X  [ £ f ( r ; ) -  X ^ A f ^ r , ) ] .  ( A - l )
T h e  m i n im u m  o f  e q u a t io n  ( 3 5 )  is  r e a c h e d  w h e n  8 cp(X, 8 X ) =  0  
f o r  a n y  8 X. T h e r e fo r e
X ^  2  A £ * 0p7 ( r y ) A £ aM,v ( r y )  =  2  A E % y ( r j ) E ^ ( r j ) ,
1 1 (A - 2 )
w h e r e  p ,  7  =  x ,  y ,  z .
T h u s , w e  h a v e :
2 A £ * oP7 ( r ; ) A E  a(j .v ( r / )  
j  ' 
2 A £ * a p7 ( r y) E * ( r f , ( A - 3 )
F o r  e x a m p le  i n  t h e  s im p le s t  c a s e  w h e n  X is  a  s c a la r  t e n s o r ,  
X p 7 =  X 8 p7 , (A - 4 )
w e  c a n  f i n d  im m e d ia t e ly  f r o m  e q u a t io n  (A - l )  t h a t
8 <p(X , 8 X ) =  - 2  R e  8 X *  2  A £ * oP P ( r y)




2 / = l  A E a p p ^ O A J S ^ C r y )  ' 
W h e n  X is  a  d i a g o n a l  t e n s o r
P  =  7  
0 , p  =£ 7
w e  c a n  f i n d  im m e d ia t e ly  f r o m  e q u a t io n  (A - 5 )  t h a t
8 cp(X , 8 X )  =  - 2  R e  8 X*p 2  A £ * a P ( r ;-)
(A-6)
(A - 7 )
w h e r e
x  [£ f ( r ; )  -  ^ | x A £ a| i( r ; ) ] ,  (A - 8 )
A-£,*a p ( r ; ) -  A £ * a p p ( r ;-).
T h e  l i n e  a b o v e  p  m e a n s  n o  s u m m a t io n  o v e r  p .
E q u a t io n  (A - 2 )  t h e n  t a k e s  t h e  f o r m
j  j
2 A £ * a p ( r y ) A E a ( l ( r , )  =  2 A £ * a p ( r y) £ f ( r y ) .  ( A - 9 )
S o lv in g  e q u a t io n  (A - 9 ) w e  f in d
( A - 1 0 )
I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  w e  s h o u ld  s o lv e  e q u a t i o n  (A - 3 )  t o  f i n d  X.
A P P E N D I X  B
C A L C U L A T IO N  O F  T H E  V A R IA B L E  R E F L E C T IV IT Y  T EN SO R
W e  r e w r i t e  e q u a t io n  ( 4 3 )  f o r  t h e  p o in t s  i n s id e  d o m a i n  D h  
t a k i n g  in t o  a c c o u n t  e q u a t i o n  (4 2 ) :
£ * ( ! • ; )  =  x * 7 8  « 8 a p £ ? ( r , )
= 2 (SP7 + X*7) G:p(r;|r)ra(r)£"(r)rfv
k=\,K J J J D
(B - 1 )
r j e D ( .
T h e r e fo r e  w e  h a v e
2  a.
k = l , K
8 M 8 a p £ " ( r ; ) -  G ; „ ( r y | r ) A a ( r ) £ ; ( r ) d w
Dt
=  E f ( r )  d w , (B -2 )
w h e r e  r; E  Z ) € .
T h e  la s t  e q u a t i o n  p r o v id e s  t h e  b a s is  f o r  d e t e r m in in g  X . 
T h is  e q u a t io n  s h o u ld  h o l d  f o r  a n y  in t e r n a l  p o i n t  w i t h i n  t h e  
d o m a i n  D .  I n  r e a l i t y ,  o f  c o u r s e  i t  h o ld s  o n ly  a p p r o x im a t e ly .  
T h e r e fo r e ,  w e  c a n  u s e  t h e  le a s t- s q u a re s  m e t h o d  to  d e t e r m in e  
t h e  X k  t h a t  f i t s  e q u a t i o n  (B - 2 )  to  t h e  h ig h e s t  a c c u r a c y :
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<P(>0 =  2  [£ f ( r y )  -  a f i y k ( r j ) ] *
x  [£ f ( r ; )  -  ^ ” vA ^ a M .v m ( ry )]  =  m i n
H e r e
a ,  P ,  7 , [ L , v = x , y , z
a n d
A £ a p 7f c ( r , )  =  8 a p 8 t<£ " ( r y)
(B - 3 )
G j t 2 p ( r j | r ) A a ( r ) £ " ( r )  d v ,  (B - 4 )
w h e r e  r ;- E  D ^ .
T h e  s y m b o l * d e no te s  c o m p le x  c o n ju g a t io n .
W e  c a lc u la te  t h e  f i r s t  v a r ia t io n  o f  t h e  f u n c t i o n a l  <p(X) as
S e p (X , 8 X ) =  - 2  R e  5 X *7 £  A £ * a N t ( r ;-)
X  [ £ f ( r y.) -  X ^ A S ^ r , ) ] ,  (B-5)
w h e re  th e  m in im u m  o f  (B - 3 ) is  re a c h e d  w h e n  8 cp(X, 8 X.) =  0  fo r  
a n y  8 X. T h e r e fo r e
K v  1  A £ * a W t ( r ; ) A £  a|ivm (r ; )  =  2  A £ * » M ( r , ) E Ba ( r , ) ,
(B - 6 )
w h e r e  k ,  m  =  1 , 2 , . . . a ,  p ,  7 , |x, v =  x ,  y ,  z .  
T h u s , w e  h a v e
[ C J  =
j
S  ^ E  afiyk.  { f j ) & E  a \ iv m  ( ? j )
(B - 7 )
T h e  la s t  e x p r e s s io n  is  t h e  s o lu t i o n  f o r  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  
r e f le c t iv i ty  te n s o r  X. m  d e t e r m in a t io n  f o r  e v e r y  s u b d o m a in  D m  
o f  t h e  s t r u c tu r e  D  w i t h  a n o m a lo u s  c o n d u c t iv i t y .
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